﻿ Transformata Z jΩ = transformata Z a semnalului discret x[n] Pentru o variabilă complexă zxjyre=+ ∞ n− este: [] Zxn z xnz X z== ()() [] {} ∑ n=− ∞ Transformata Z evaluată pe un cerc unitar este chiar transformata Fourier discretă: ∞ jjnΩ− Ω Zxn e xne Fxn==Ω () [][] [] {}{} () ∑ n=− ∞ nn Pentru un SLIT, dacă []=>[] () ∑∑ kkxncz=kk kyn cz H z= kk Domeniul de convergenţă = coroana circulară centrată pe origine care nu conţine poli ai transformatei Proprietăti DC 1 pt semnale cu întindere spre dreapta, DC = coroana circulară delimitată de raza celui mai mare pol pâna la infinit (semnal cauzal) 2 pt semnale cu întindere spre stânga, DC = disc delimitat de raza celui mai mic pol (semnal necauzal) 3 pt semnale cu întindere de la −∞ la ∞, DC este o coroana circulară ce nu include poli 4 semnalele cu suport mărginit au transformata Z definita in tot planul, cu exceptia z=0 si z=∞ 5 sistemul stabil polii sunt în interiorul cercului unitate DC se află în exteriorul cercului unitate Probleme 1 a) Să se demonstreze că pentru o secvenţă pară x[n]=x[-n] este adevarată egalitatea X(z)=X(1/z) b) să se arate că polii (zerourile) acestei transformate Z sunt în perechi z0, 1/z0 n xna=este o secvenţă pară Să se c) demonstraţi că semnalul în timp discret [ ] reprezinte grafic semnalul pentru a=3/4 si |n| ) 5 Pentru sistemul în timp discret din figură, considerat cauzal şi în repaus iniţial + +++ x[n] y[n] 1/2 1/2 1/3 D D a) să se scrie ecuaţia cu diferenţe finite b) să se stabilească răspunsul la impuls h[n] c) să se determine funcţia de transfer H(z) d) să se determine răspunsul în frecvenţă al sistemului e) să se reprezinte grafic modulul şi argumentul funcţiei de la punctul d) 2 f) să se determine răspunsurile sistemului la următoarele semnale de intrare: n 1⎛⎞ 2 1 cos10nπ; 2 []nσ; 4 (; 5 [ ; 3 ( sin 10nπsin 10 cos 5nnππnσ ))() ] ⎜⎟ 2⎝⎠ g) să se deseneze forma canonică II de implementare a sistemului 6 Se consideră sistemul în timp discret cauzal din figură: x[n] y[n] ++ -1 -k/6 z-k/5 a) să se determine funcţia sa de transfer H(z) Schiţaţi constelaţia de poli şi zerouri şi regiunea de convergenţă b) pentru ce valori ale lui k sunt polii sistemului în interiorul cercului unitate? n 1⎛⎞ xn= c) să se determine y[n] dacă k=1 si [] ⎜⎟ 2⎝⎠ 7 Un sistem liniar şi invariant în timp discret este descris de ecuaţia cu diferenţe finite: y[n]-2y[n-1]+y[n-2]=x[n] a) să se determine funcţia sa de transfer H(z) Schiţaţi constelaţia de poli şi zerouri şi regiunea de convergenţă b) să se determine răspunsul la impuls h[n] c) să se analizeze stabilitatea sistemului Rezolvări Soluţie problema 1 a) [xnxn=− ][] ∞∞∞ ⎛⎞ −− − 111mznm− xn xnzm n xmz xmz Xz X−← ⎯→− =− = = = [] [][] [] () () ∑∑∑ ⎜⎟ ⎝⎠ ∞=−∞=−∞ nmmz=− xnXz↔ () [] 1⎛⎞ xnxn Xz X cctd=− ⇒ = Dar [] () [ ] ⎜⎟ z⎝⎠ b) Fie un zero si zzp pol pentru (Xz⇒ 0) 3 1111 1⎛⎞ ⎛⎞ ⎛⎞⎛⎞ ⎛⎞ zPzP zzP− () ⎜⎟ ⎜⎟ 001−− ⎜⎟⎜⎟ ⎜⎟ ()() ⎝⎠ ⎛⎞ 0001zzPzzzzzz z− ⎝⎠⎝⎠ ⎝⎠⎝⎠ XzX=⇒ = == = () ⎜⎟ 11 1zzzzQz⎛⎞ ⎞ ⎛⎞⎛⎞ − ⎝⎠ () () 11pp⎛ 1zQ zzQ⎛⎞ () ⎜⎟⎜⎟ ⎜⎟ ppzQ−− − ⎜⎟ zz z⎜⎟ ⎜⎟ ⎝⎠⎝⎠ ⎝⎠ pzz⎝⎠ ⎝⎠ 111⎛⎞ => - zero si este pol al lui X ⎜⎟ 0zpzz⎝⎠ 1⎛⎞ 11 XXz= Dar () , deci - zero si este pol al lui (Xz ) ⎜⎟ z⎝⎠ 0zpz 1 Aşadar - zerourile lui ()Xz se pot grupa în perechi de forma ,z 0 0z 1 - polii lui () Xz se pot grupa în perechi de forma ,z p pz nnn− c) [;xnaxna a xn=−=== [xn⇒ este o funcţie pară ][][]] x[n] 1 3/4 9/16 27/64 n -3 -2 -1 0 1 2 3 nn ,01an⎧⎫ ≥ ⎛⎞ nn n− − d) []σσ σ σ 11una n a n a n n== +−−=+− [] [ ] [][] ⎨⎬ ⎜⎟ n− ,0aan 1zbbz 10,5 0,5zz−− Secvenţa are transformată Fourier în timp discret Im(z) 0 5 1Re(z) 0mmn∞∞ =− ⎛⎞ nnnmmz− −↔ = = c) []0, 50, 5 0, 5nz zσ ∑∑∑ ⎜⎟ ∞== 000, 5nmm=− ⎝⎠ 5 z DC Această serie de puteri este convergentă dacă 10,5 zR { 0,5 2RDC z z=∈ 1S 11z1 2jΩ 0 ez z 1RDC z z=∈ >^ Secvenţa nu are transformată Fourier în timp discret {} ⎡⎤ 11 1 1 1 1⎢⎥ ⎡⎤ sinnnσ Ω↔ − = − [] ⎢⎥ −Ω ⎢⎥ 000011jjjΩΩ 1221e1jjez e z−− −− ⎣⎦ − 11⎢⎥ − 0jΩ ezz⎢⎥ ⎣⎦ Ω −− 0011jjΩ− ee zz− Ω sin== Ω −−− −− 000112 12jjΩ− + −Ω+ 02112cosj ezezzzz−− 1− zz Ω↔Ω=Ω Deci :[] 00 012 2sinsinsinnnσ −− + −Ω+ 0012cos2cos 1zz z z−Ω 2 4cos 4Ω− Ω 002j± 2cos 1 0cos sinzzzje−Ω+=⇒ = =Ω±Ω= 120, 00pp 2 Im(z) 1Re(z) 7 n Ω 00jnjnnaΩ− g) ()sinaneeΩ= − 0 2j ⎛⎞ nn Ω ⎜⎟ ∞∞ ∞∞ 00jjΩ− ⎛⎞⎛ ⎞ ⎛⎞ Ω −− 0011jnjnnnnnnae aeΩ− ⎜⎟ Ω↔ − = − [] ⎜⎟⎜ ⎟ ∑∑ ∑∑ 0sinann aezaezσ ⎜⎟ z ⎜⎟ 00 0022nn nnjjz== == ⎝⎠ ⎝⎠⎝ ⎠ ⎜⎟ 12SS⎝⎠ 0jΩ aae Seria de puteri S11za 1⇔ 2⇔ ^ {} ⎛⎞ ⎜⎟ 0sin11 1nazΩ sinannσ Ω↔ − = ⎜⎟ [] 0022jΩ Ω+ 022ae jaecosjza za−Ω 0− 11⎜⎟ − − ⎜⎟ zz⎝⎠ 22 2 2 cos 4 cos 4aa aΩ± Ω− 000j±Ω Ω= cos sinzajaae== Ω± 12,0pp0 2 Im(z) aRe(z)1 Secvenţa are transformată Fourier în timp discret dacă 1a () => [] =XuXu xpu+− () ( ) 2XzXz xpz+−() ( ) 2 = [] ⎜⎟ ∑∑ 22 pp⎝⎠ 11 ⎛⎞ 221 − () ⎜⎟ 3() ( )XzXzXz=+ 2 ⎝⎠ Soluţie problema 4 13 134−− −−− a) ()51 1 5 5 5 5Xzzz zz=− + =− + −z ()() [] 5 5 1 5 3 5 4xn n n n nδδ δ δ=−−+−−− [][][][] b) () − ⎛⎞ 111dX zdz zaz− = ==⇒= ()() XzX z− 1221;Fie ⎜⎟ 1− 1az dz dz z aza−− − () 1az⎝⎠ − () 2 ()() 112dX zdX zaaza = ⇒− = = 222z⇒− 1− ()() − 1dzdzzazaaz−− () 2 ()() 1121dX z dX zz⎡⎤ − =− Xz z⇒= () ⎢⎥ adz adz ⎣⎦ n ⎧ ,1anzaσ > [] ⎪ Dar: () =↔ ⎨ 11nnXz− a 1,1anzazσ −−− ⇒ = ][] 1 ()() 111dX zdX zz⎛⎞ + ⇒+− ↔+ () [][] ⎜⎟ 1111z nxn zn xn−↔ dza dz a ⎝⎠ 11nn+ ⇒=+ +⇔=+ + 11 11xn n a n xn n a nσσ ()() [] [] [][] a Cazul II 11nn+ ⎤ []xnnσσn ⎜⎟ ⎜⎟ [][] 1111−−−− ⎜⎟ zz zz⎜⎟ 1122pppp⎝⎠ ⎝⎠ nn ⎛⎞ 11AB⎛⎞ Caz II zm ; 2 11 nn 11⎛⎞ ⎛⎞ ⎛⎞ =−+ −−− +− 216 9 14xnn n n nδδ σ σ ⎜⎟ [] [ ] [][][] ⎜⎟ ⎜⎟ 23⎜⎟ ⎝⎠ ⎝⎠ ⎝⎠ nn 11⎛⎞ ⎛⎞ =−+ +− −− 216 9 14xn n nnnδδ σ σ [][] [] [ ] [] ⎜⎟ ⎜⎟ 23⎝⎠ ⎝⎠ nn 1111⎛⎞ ⎛⎞ Caz II z > = − ][][] nnαβ α β−− − − Caz II [;1ezexne n eσσ>> =− −−−n ][][] nnβα αβ−− −− Caz III [ ;1ze e xne n e nσσ ; =⇒=+ )() () 12 Se dezvoltă această funcţie în serie Taylor în jurul originii 211′′ ′ ⎡⎤ log 1log 1log 1 Xu uu u u u⎡⎤ =+ + + + + + = () ( )()() ⎣⎦ ⎣⎦ 001!2!uu u== = 0 ⎛⎞ ⎛⎞ 2311 1 11 2 ⎜⎟ ⎜⎟ + −++ = 230 uuu=+ ⎜⎟ 0001! 12!3!11uuuuuu⎜⎟ === + ++ ()() ⎝⎠ ⎝⎠ ∞ 111 1k− 23k 2 1 1uu u ku=− + + = − − ⇒ ()() ∑ 22! 3!!kk= ∞ − 1111knn−− k− 11 1Xz k z xnnσ ⇒= − −⇒=− − 1 ()()() () [][] ∑ 2!!kkn= Soluţie problema 5 a) Un sistem de ordinul I este descris de ecuaţia cu diferenţe finite: [ = +− ][][][] 01 0111ayn ayn bxn bxn+− şi de funcţia de transfer: 1− 01bbz+ () Hz= 1− 01aaz+ Forma canonică II de implementare a acestui sistem este: x[n] 1/a0 b0 y[n] ++ D -a1 b1 Sistemul din enunţul acestei probleme este format prin conectarea în cascadă a două astfel de sisteme de ordinul I 111 = = Pentru primul: 1; 1; ;bab== 011− 132a 11− 1z+ 2 Funcţia de transfer a primului sistem este: () 1Hz= 11− 1z− 3 11 = = Pentru al doilea sistem din enunţ: 1; 1; ; 1bab= 011=− 12a 13 1− 1z+ Funcţia de transfer a sistem al doilea este:() 2Hz= 11− 1z− 2 Funcţia de transfer a sistemului global este: 12 131 312−−−− ++ 11zz zz++ 22 22 == () () () 12Hz H z H z=⋅ ⎛⎞ 12125111 1− − −− 11zzzz−+ −+ + ⎜⎟ 6632 6 ⎝⎠ 351 =−= Coeficienţii acestei funcţii de transfer sunt: 1; ; 1; ;bb aa a= 01 0 1 2== 266 Ecuaţia cu diferenţe finite corespunzătoare este : 51 31 +−=+−+− 2 12 1yn yn yn xn xn xn−− [][][][][][] 66 22 ⎧ ± 12 2135151−− −− ⇔−+= == b) 10560;zz zz z−+ ⎨ 1,2 = 2662 ⎩ 21−− 396zz A B++ + Hz== () 21 1 1−− − − − − 3 56 2zz z z−+ 21−− ++ ++ 13 9 6 12 18 6zz− =− == =− 6 () () 11123Az Hz−− − 2231zzz== −− 21−− ++ ++ 13 9 6 27 27 6zz− =− == = 0 () () 11136Bz Hz−− − 3321zzz== − 11 11 ()=− + = − 36 60 18 20Hz 11−− −− − 111123zz− 11zz−− 23 Dar: n 11cauzal⎛⎞ nσ ↔ [] ⎜⎟ 112− ⎝⎠ 1z− nn ⎛⎞ 211⎛⎞ => Deci: [] =− 1820hnnnσσ [][] ⎜⎟ n⎜⎟ 23⎝⎠ ⎝⎠ 11cauzal⎛⎞ nσ ↔ [] ⎜⎟ 113− ⎝⎠ 1z− 3 21−− 396zz++ c) Funcţia de transfer a fost deja determinată: () Hz= 21−− + 56zz− 14 2jj−Ω −Ω 39ee++6 jΩ d) () ze H=⇒Ω= 2jj−Ω −Ω 56ee−+ e) 3cos2 sin2 9cos sin 6jjΩ − Ω+ Ω− Ω+ () () HΩ= = () cos 2 sin 2 5 cos sin 6jjΩ− Ω− Ω− Ω + () 3cos29cos 6 3sin29sinjΩ+ Ω+ − Ω+ Ω () cos 2 5 cos 6 sin 2 5sinjΩ− Ω+ − Ω− Ω () 22 3cos2 9cos 6 3sin2 9sinΩ+ Ω+ + Ω+ Ω ()() = () 2HΩ= Ω+ + Ω− Ω cos 2 5 cos 6 sin 2 5sinΩ− ()() + Ω+ Ω 126 54 cos 36 cos 2 108cos+Ω == + Ω−Ω 62 10 cos 12 cos 2 60 cos−Ω 2 + Ω+ 36 2 cos 1 108cos 126Ω− () = 2 12 2 cos 1 70 cos 62Ω− − Ω+ () 2 72 cos 108cos 90Ω+ Ω+ HΩ= () 2 24 cos 70 cos 50Ω− Ω+ Ω 0 π/4 π/2 π cosΩ 1 0 -1 2/2 H Ω 35/24, 74≅ 954 /12 () 126 54 2+ 1, 34≅ 4, 02≅ 50, 61≅ 62 35 2− 15 arg arg3cos29cos 63sin29sinHjΩ= Ω+ Ω+− Ω+ Ω− () {}{} −Ω+−Ω−Ω arg cos 2 5cos 6 sin 2 5sinj−Ω () {} ≤Ω≤ Pentru 0π 3sin 2 9sinsin 2 5sinΩ+ ΩΩ− Ω argarctgarctgHΩ= −+ () {} Ω+Ω− Ω+ 3cos 2 9 cos 6 cos 2 5cos 6Ω+ 3sin 2 cos 3 sin 2 cos 33sin 2 9sinΩΩ+ ΩΩ+ ()() Ω+ Ω Dar: == 22 Ω+ Ω+ Ω+ Ω+ Ω+ 3cos 2 9 cos 6 6 cos 9 cos 6 2 cos 3cos 1Ω+ sin 2 cos 5sin 2 5sinΩΩ− () Ω− Ω Şi : = 2 Ω+ Ω− Ω+ cos 2 5cos 6 2 cos 5cos 5Ω− sin 2 cos 3 sin 2 cos 5ΩΩ + ΩΩ− ()() argHarctg arctgΩ= Deci : () −+ {} 22 2 cos 3cos 1 2 cos 5cos 5Ω +Ω+ Ω−Ω+ Ω 0 π/4 π/2 π sinΩ 0 1 0 1/ 2 cosΩ 1 0 -1 1/ 2 Arg{H(Ω)} ˚ -92˚ -124˚ -180˚ 0 arg(H(Ω)) Ω -π π 2π f)1˚) cos1010 cos 10 arg 10xn n yn Hn Hπππ=⇒= +π ()() [][] {} () 10 0 5 2 0 4, 74HH Hππ=+⋅= =; (arg 10 arg 0 0HHπ== ()()())() {}{} 16 4, 74 cos 10ynnπ= () [] n 11⎛⎞ 2˚) [] xn n X zY z X z H zσ⇒ =⇒=⇒= ()() () () [] ⎜⎟ 112− ⎝⎠ 1z− 2 11− + 11z− 11zA B C+ 2 ⋅ ⋅ = + + () 2Yz⇒= 1− − 11 1 1111 111−− ⎛⎞ 1 − − −− 111 11zzz z− z − 1z−− 232 23⎜⎟ 2⎝⎠ ⎛⎞ 1115−− 11zz++ () 4⎜⎟ ⎛⎞ ⎝⎠ 1122− == = 0 14CzYz=− () ⎜⎟ 112−− 3313zz== ⎝⎠ ⎛⎞ 11− 1z− 4⎜⎟ 2⎝⎠ ⎛⎞ 111−− 211zz++ () ⎜⎟ ⎛⎞ ⎝⎠ 1162− === 11BzYz=− 8 () ⎜⎟ 11−− 22112zz== 1− ⎝⎠ 1z− 33 ⎛⎞⎛⎞ 12 23131−− 21zz zz++ ++ ⎛⎞ ⎜⎟⎜ ⎟ ⎛⎞ 112222ddd− 1AzYz=− == = ⎜⎟ () ⎜⎟⎜ ⎟ ⎜⎟ 11−−1− ⎜⎟ 22112zz== 2z= 12dzdzdz− ⎝⎠ ⎜ ⎟ ⎝⎠ 1zzz⎜⎟ −− ⎜⎟⎜ ⎟ 33⎝⎠ ⎝ ⎠ 271 z+ 26 150 150A== ⇒= 12− 2z= 21⎛⎞ zz− ⎜⎟ 3⎝⎠ Deci: 11− zz⋅ 150 1818 2 iar 36= () 2Yz=+ 22 111− ⎛⎞⎛⎞ 1− 1111−− 1z⎛⎞ − 1z− 11zz−− ⎜⎟⎜⎟ 2⎜⎟ 2⎝⎠ 22⎝⎠ ⎝⎠ 7 7 1n⎛⎞ 1501nnσ [] ⎜⎟ ⎛⎞ 240nσ ⎝⎠ [] 3⎜⎟ ⎝⎠ 11−11− nz1nz+ 1⎛⎞1⎛⎞ 22 ↔ n, adicăn↔ ++ () şi [] [] ⎜⎟ ⎜⎟ 2nσ23636 11znσ ⎝⎠ ⎝⎠ ⎛⎞ ⎛⎞ 121−121− 1z−1z− ⎜⎟ ⎜⎟ 2⎝⎠2⎝⎠ De aceea : 17 1nnn+ 111⎛⎞ ⎛⎞⎛⎞ =++++ 15036 11 40ynnnnσσ nσ () [][][][] ⎜⎟⎜⎟⎜⎟ 223⎝⎠ ⎝⎠⎝⎠ 1 cos 20nπ− () sin 100,0,xn nn yn nπ= ==∀∈⇒ =∀∈ 3˚) []]] () [] 2 4˚) ()sin 10 cos 5 0,0,nnnyn nππ=∀∈⇒ = ∀∈]] ()() [] 1 5˚) []σ=⇒⇒ xn n X z () [] 1− 1z− 11− + 11z− 11zAB C+ 2 Yz Xz Hz⇒= ⋅ = ⋅ ⋅ = + + () () () 11−− −− −−− 11 111 1 111zz1− − − 11 1 1zz zz−− 32 3 2 ⎛⎞ 1113−− 11zz++ () 2⋅ ⎜⎟ ⎝⎠ 122− == = 9;AzYz=− () () 11−− 112111zz== ⎛⎞⎡⎤ 11−− −− 11zz⋅ ⎜⎟ 3232⎢⎥ ⎝⎠⎣⎦ ⎛⎞ 1115−− 11zz++ () 4⋅ ⎜⎟ ⎛⎞ ⎝⎠ 1122− == = 0 11BzYz=− () ⎜⎟ 11−− 33113zz== ⎛⎞ ⎛⎞ 11−− ⎝⎠ −− 11 2zz−− () () ⎜⎟ ⎜⎟ 22⎝⎠ ⎝⎠ ⎛⎞ 111−− 11zz++ () ⎜⎟ 3 ⋅ ⎛⎞ ⎝⎠ 1122− 11CzYz=− 8 == =− () ⎜⎟ 11−− 22112zz== ⎛⎞ ⎛⎞ 11−− ⎝⎠ 11 1zz−− − () () ⎜⎟ ⎜⎟ 33⎝⎠ ⎝⎠ nn 910 181 1⎛⎞ ⎛⎞ 910 18Yzyn n n nσσ =+ + ↔=+ + σ () [] [][][] ⎜⎟ ⎜⎟ 1− − 2 111113z−− ⎝⎠ ⎝⎠ 11zz−− 32 1231−− 1zz++ 51 31 22 g) () ==−=== = 01 2 01 21; ; ; 1; ;Hza a a b b b=⇒ 2 125166 2−− 1zz−+ 66 18 x[n] y[n] ++ D ++ 5/6 3/2 D -1/6 1/2 Solutie problema 6 1kk− =− = a) 1; 1; ;ba b== 01 1− 056a 1kk− −− 11zz− 0166bbzkk+ ===⇒== − () 01;pHzz z− 165kkaaz− 01+ 1zz++ 55 k b) 115k− zn 22z 1 01 20() 12212pp−− 1− 12zz−+ 1z− () Există 2 regiuni de convergenţă :1z 1z> 1 b) ()Hz nσ=↔ [] 11− z 2− 11ddzzz z−− ⎛⎞ =−= () {} 122Hz== ⎜⎟ 2 1− 111dz dz zzz− −− ()() − 1z⎝⎠ () 21d ⇒=− ↔++ ()() [] {} 1211zHz n nσ 1− 1dzz− () Sistemul este stabil în sens strict Dacă [00xn yn=⇒= ][] Dacă [ xn este cel mai simplu semnal în timp discret nenul, [xnδ=natunci ]][] 1yn hn n nσ==+ +1, adică sistemul intră în oscilaţie () [][][] x[n] n …-1012… y[n] n …-1012… 21